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Abstract 

The main advantages and disadvantages of using unstructured computational grids was discussed. 
Various methods for solving the Riemann problem of the decay of an arbitrary discontinuity at 
cell boundaries are considered in the study of shock-wave interactions near the surface of high-
speed aircraft. The concept of the AUSM approach and the main relationships of the algorithm 
are presented. The main modifications of the AUSM scheme are presented, along with their fea-
tures, differences, advantages, and disadvantages. 
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Chronology of the creation and development of the main modifications of the AUSM scheme 
and their interrelationship [72] 
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Аннотация 

Приведены основные достоинства и недостатки применения неструктурированных расчет-
ных сеток. Рассмотрены различные методы решения задачи Римана о распаде произволь-
ного разрыва на границах ячеек при исследовании ударно-волновых взаимодействий 
вблизи поверхности высокоскоростных летательных аппаратов. Представлены замысел 
подхода AUSM и основные соотношения алгоритма. Приведены основные модификации 
схемы AUSM, а также их особенности, различия, достоинства и недостатки. 

Ключевые слова: задача Римана, контактный разрыв, ударно-волновое взаимодействие, 
схема AUSM, высокоскоростная аэротермодинамика. 

1. Введение 

Исследование ударно-волновых взаимодействий является важным этапом проектирова-
ния высокоскоростных летательных аппаратов (ВЛА). Характерными особенностями таких 
течений являются наличие сильных скачков уплотнения, контактных разрывов, волн разреже-
ния, а также сложных структур пограничного слоя и отрывных зон. На рис. 1 показаны различ-
ные типы интерференционных картин, возникающих при пересечении скачков уплотнения. 

Численное моделирование обтекания тел произвольной геометрии высокоскоростным 
потоком газа связано с такими сложностями, как высокая трудоемкость, повышенные требо-
вания к квалификации специалиста, длительность процесса сходимости решения. В то же 
время при использовании различных методов интегрирования уравнений аэротермодинамики 
особую важность имеют вопросы правильности выбора расчетной области и контроля каче-
ства сетки. 

В механике сплошной среды широкое распространение получили как структурирован-
ные, так и неструктурированные расчетные сетки. Достоинства и недостатки структурирован-
ных сеток хорошо изучены как отечественными [37], так и зарубежными авторами [811]. В 
отношении неструктурированных сеток можно выделить следующие положительные свойства: 

1) гибкость для сложной геометрии [6, 12, 13] – эффективное описание областей со слож-
ной геометрией, где построение структурированной сетки было бы крайне трудоёмким 
или невозможным; 

2) локальная адаптация [14, 15] – возможность сгущения сетки в критических зонах (напри-
мер, вблизи ударных волн, в пограничном слое, в местах резких изменений кривизны 
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поверхности), не перегружая всю расчётную область лишними ячейками, что позволяет 
оптимизировать вычислительные ресурсы и повысить точность в интересующих областях; 

3) автоматизация построения [6, 12, 16] – использование современных алгоритмов позво-
ляет сильно автоматизировать процесс построения сетки для сложных областей; 

4) удобство для параллельных вычислений [17-19] – возможность упрощенной баланси-
ровки нагрузки между процессорами в параллельных расчётах в связи с отсутствием 
жёсткой привязки к блочной структуре; 

5) возможность использования гибридных подходов [17, 20] – применение в сложных зонах 
неструктурированных элементов, а в более регулярных областях структурированных 
блоков или призматических слоев позволяет повысить точность без избыточных вычис-
лений. 

 

 

а б 

Рис. 1. Типы интерференционных картин ударных волн и их расположение в окрестности цилиндри-
ческой поверхности: а) схема из работы [1]; б) схема из работы [2] 

В то же время неструктурированные сетки имеют и недостатки: 

1) сложность численных алгоритмов [2123] – необходимость хранения дополнительной 
информации, что увеличивает объём используемой памяти, при этом сами численные 
схемы часто сложнее в реализации и могут быть менее устойчивыми; 

2) проблемы с разрешением ударных волн [19, 2427] – необходимость сгущения сетки или 
применения гибридных схем в зонах ударно-волновых взаимодействий; 
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3) сложности с тонкими пограничными слоями [21, 23, 27, 28] – неоптимальность ячеистого 
представления при наличии тонких вязких слоев у поверхности для качественного опре-
деления параметров конвективного теплообмена; 

4) проблемы при перестройке сетки [29, 30] – при необходимости перестроения сетки в 
ходе расчета на каждой итерации или шаге процесс вычислений сильно замедляется; 

5) риск ухудшения качества элементов [31] – возможность генерации сильно вытянутых 
или искаженных ячеек при автоматическом построении сетки, что снижает точность рас-
четов. 
Таким образом, недостатки неструктурированных расчетных сеток сводятся к необходи-

мости применения алгоритмов повышенной точности при написании расчетных кодов, а также 
к потребности в высоких ресурсных, вычислительных и временных затрат в процессе числен-
ного моделирования. 

Тем не менее, современное развитие высокопроизводительных вычислительных средств и 
применение алгоритмов параллельных вычислений позволяет нивелировать перечисленные не-
достатки неструктурированных расчетных сеток, в полной мере раскрывая все преимущества. 

Для дискретизации уравнений Навье  Стокса на неструктурированных сетках наиболее 
часто применяется метод конечного объема [3235]. В соответствии с работой [36], точное 
решение задачи Римана о распаде произвольного разрыва на границах ячеек по классической 
схеме С.К. Годунова [37] является крайне трудоемкой итерационной процедурой, в связи с 
чем были созданы методы ее приближенного решения, которые являются достаточно эффек-
тивными для неструктурированных сетках. 

В работе [38] рассмотрены приближенные методы решения задачи Римана о распаде про-
извольного разрыва для численного моделирования высокоскоростных течений, основанные 
на расщеплении разности вектора потока и вектора потока, а также представлен анализ их 
эффективности: 

1) двухволновой метод HLL [39], рассматривающий левую и правую ударную волны без 
учета контактного разрыва; 

2) схема HLLC [40, 41], являющаяся развитием метода HLL и учитывающая контактный 
разрыв; 

3) метод Русанова [42], использующий подход, аналогичный HLL; 
4) метод Роу [43], использующий особую линеаризацию исходной системы уравнений; 
5) схема Ошера [4446], использующая только простые волны для поиска приближенного 

решения; 
6) схема Стегера  Уорминга [47], основанная на свойствах уравнений газовой динамики, а 

именно на свойстве однородности вектора конвективного потока; 
7) схема ван Лира [48, 49], также использующая свойства уравнений газовой динамики и 

накладывающая ограничения на расщепленные матрицы Якоби и векторы потока; 
8) схема Лио  Стефана [50], основанная на расщеплении вектора потока на акустическую 

и конвективную составляющие. 

Анализ эффективности численных схем, выполненный в работе [39] на примере решения 
модифицированной задачи Сода, показал: методы, основанные на расщеплении вектора по-
тока проще в реализации по сравнению с методами типа Годунова, что делает их более эффек-
тивными и менее затратными с вычислительной точки зрения, однако уступают по точности 
последним. 

Применение схем семейства алгоритмов АUSM (Advection Upstream Splitting Method) в 
современной вычислительной аэротермодинамике является широко распространенной мето-
дом для расчета потока на грани. Особенностям применения схемы AUSM для расчета высо-
коскоростных течений газа на неструктурированных сетках посвящена работа [32], где также 
продемонстрирована возможность ускорения вычислений до 2,5 раз по сравнению с вычисле-
ниями по схеме С.К. Годунова. 
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2. Замысел подхода AUSM 

Впервые данный алгоритм был представлен исследователями Лио и Стефаном в работе 
[50] для решения типовых задач аэродинамики. Позднее он был усовершенствован [5153] и 
обобщен для использования при любых скоростях набегающего потока и многофазных тече-
ниях [5459]. 

Особенность построения схем семейства алгоритмов AUSM заключается в расщеплении 
по физическим процессам по числу Маха (конвективный поток) и давлению (акустический 
поток) отдельно 

 V pF F F  , (1) 

где  1 T
VF m u w H  v  – конвективный поток; m  – поток массы; pF  – акустический поток. 

В различных случаях одно из слагаемых может играть ключевую роль: например, вблизи 
стенки в пограничном слое большее влияние оказывает конвективный поток, а в области раз-
рыва – акустический. 

Если в соответствии с работой [5] систему дифференциальных уравнений Навье  Сток-
са, дополненную уравнениями неразрывности, полной энергии и теплопроводности для лами-
нарного течения представить в векторно-матричном виде 
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где , ,u wv   проекции вектора скорости 𝑉ሬ⃗  на координатные оси , ,x y z ; ρ - плотность; p – дав-

ление;  2 2E e V  – полная внутренняя энергия единицы объема; 𝑒 – удельная внутренняя 

энергия; , ,x y zf f f  – массовые объемные силы; , ,x y zq q q  – проекции вектора плотности тепло-

вого потока q


 на координатные оси; Q  – объемные источники тепловыделения; ij  –компо-

ненты тензора вязких напряжений, то, в соответствии с подходом AUSM уравнения (4) и (5) 
можно представить в следующем виде: 
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где x y zun n wn  vu .  
Пусть индекс «L» соответствует текущей ячейке, индекс «R» – соседней, а «1/2» – гра-

нице между ними (рис. 2). Тогда можно выявить соотношение 
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Рис. 2. Расположение соседних тетраэдральных элементов [60] 
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Замысел подхода AUSM состоит в расщеплении потоков за счет числа 1 2M , а пассивные 
величины переносятся из ячейки, из которой поток истекает 

 /
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1 2
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, 0
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Ключевой задачей является определение числа 1 2M , которое в схеме AUSM равно 
сумме вкладов слева ( Lf  ) и справа ( Rf  ) 

 1 2 L RM f f    (11) 

Для функции давления расщепление производится аналогично 

 1 2 L L R Rp p p     (12) 

В работе [49] ван Лиром предложена аппроксимация функций Lf   и Rf   с помощью по-
линомов второго порядка, а функций L  и R  – третьего порядка 
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2

L R L R

L R

L R L R L R

M M
f

M M M



   
  

 (13) 

 
   

  

21
1 2 , 1,

4
1

1 sign , 1
2

L R L R L R

L R

L R L R

M M M

M M

 

   
  


 (14) 

В работе [50] с целью устранения колебаний на фронте ударной волны аппроксимации 
вышеуказанных функций предлагаются в виде полиномов четвертого и пятого порядка соот-
ветственно: 

 
   

 

22 21 1
1 1 , 1,

4 8
1

, 1;
2

L R L R L R

L R

L R L R L R

M M M
f

M M M



     
  

 (15) 

 
     

  

2 21 3
1 2 1 , 1,

4 16
1

1 sign , 1
2

L R L R L R L R L R

L R

L R L R

M M M M M

M M

 

     
  


 (16) 

3. Модификации схемы AUSM 

В семействе алгоритмов AUSM существует множество различных схем, обладающих 
своими достоинствами и недостатками (например, эффект «карбункула» [61]). В ретроспек-
тивной работе [62] представлены результаты первого десятилетия развития схем AUSM: 

1) оригинальный алгоритм AUSM [50], подверженный влиянию численных неустойчиво-
стей в областях сильных возмущений; 

2) модификация AUSM+ [51], позволяющая избежать эффекта «карбункула», однако под-
верженная появлению численной неустойчивости в пристеночной области; 

3) модификация AUSMD [63], устойчивая в пристеночной области, но подверженная появ-
лению «карбункула»; 
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4) модификация AUSMDV [52], объединяющая схему расщепления вектора потока и метод 
приближенного решения задачи Римана; 

5) модификация AUSM-φtriad [64], позволяющая получить хорошее приближение для неста-
ционарных потоков к результатам, полученным с использованием DNS-модели; 

6) модификации AUSM+-a, AUSM+-u, AUSM+-au, AUSM+-ap, AUSM+-up [54] (где a, u, p – 
скорость звука, скорость потока и давление соответственно). 

В последующие годы были созданы следующие схемы: 

1) AUSMPW [55], AUSMPW+ [56]; 
2) SLAU (Simple Low-dissipation AUSM) [65]; 
3) SLAU2 [66, 67]; 
4) AUSM+-up2, LDFSS2001-2 [67-69]; 
5) AUSM+M [70]; 
6) ADAUSM [71]; 
7) AUPM [72]. 

На рис. 3 из работы [73] представлено развитие наиболее популярных модификаций 
схемы AUSM. 

 

Рис. 3. Хронология создания и развития основных модификаций схемы AUSM и их взаимосвязь 

Существует множество других модификаций исходной схемы AUSM, которые, однако, 
получили меньшее распространение. Далее рассмотрим основные соотношения наиболее по-
пулярных схем, которые нашли применение при решении задач высокоскоростной аэротермо-
динамики. 



Ишин Д.В. «Применение схем семейства алгоритмов AUSM при исследовании ударно-волновых взаимодействий…» 

9 

3.1. AUSM+ 

В схеме AUSM+ соотношение (9) принимает вид 

 
1 2

1 2 1 2V

L R

u

F M c

w

E p










 
 
 
 
 
 
  

v  (17) 

Для данной схемы справедливо соотношение (11) для определения числа M1/2, однако 
вклад слева и справа определяется из соотношений: 

 
   

 

22 21
1 1 , 1,

2
1

, 1,
2

L R L R L R

L R

L R L R L R

M M M
f

M M M




     
  

 (18) 

где 
1 1

16 2
   . 

Расщепление давления производится по соотношению (12), для которого функции L  и 
R  определяются с использованием формул 

 
     

  

22 21
1 2 1 , 1,

4
1

1 sign , 1,
2

L R L R L R

L R

L R L R

M M M M M

M M




     
  


 (19) 

где 
3 3

4 16
   . 

Дополнительным шагом при реализации схемы AUSM+ является определение скорости 
звука на смежной грани, которое выполняется с использованием следующего соотношения: 

 
*2

1 2
L

L

c
c

u
 , (20) 

где 
 

 
2 1

1
L

L

H
c




 



 – критическая скорость звука, (5)

,L V LH F . 

3.2. AUSMPW 

В схеме AUSMPW применяется соотношение 

 1 2 L RM f f    , (21) 

где Lf
  и Rf

  ‒ интерполяционные функции, определяемые соотношениями 

при 1 2 0L RM f f     
 

 
1 ,

1 ,

L L R R R L L R R

R R R

f f f f F f F f F

f f F





     

 

      


 


  (22) 
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при 1 2 0M   
 

 
1 ,

1 ,

L L L

R L R L L L L R R

f f F

f f f f F f F f F





 

     

  


     


  (23) 

где L RF  и   ‒ весовые функции от давления и числа Маха соответственно. 

Для вычисления значений весовых функций F и ω применяются следующие соотноше-
ния: 

 
 

0,252

1 2

1
1 1 min 1, , 1,

2

0, 1,

L R L R
L R L R

L R

L R

p V
P M M

p сF

M

                          
 

 (24) 

 31   , 

где      2 2 2V u w  v  – модуль вектора скорости; функция P определяется из соотноше-

ний 

 

3
4П 3, П 1,

4
3

0, 0 П ,
4

P

    
  

,  min ,L R

R L

p p

p p

 
   

 
 (25) 

Число Маха по обе стороны границы зависит от скорости звука и определяется из соот-
ношений 

 
1 2

L R
L R

u
M

с
 ,   1 2 min ,L Rс c c   , (26) 

где 
 

2

max ,
L R

L R

c
с

u c



 , L Ru  – нормальная к границе компонента скорости; 

 
 

2 1

1

H
с




 



 – критическая скорость звука, (5)

VH F . 

Для функций Lf  , Rf   и L , R  применяются аппроксимационные соотношения (18) и 
(19) соответственно. 

Таким образом, в развитие идей схем AUSM и AUSM+ в схеме AUSMPW [55] за устой-
чивость в пристеночной области отвечает весовая функция от давления F, а для устранения 
неоднородности в областях сильных возмущений вводится весовая функция ω. 

3.3. AUSMPW+ 

В развитие схемы AUSMPW предложено использование значений параметров ячеек в 
соответствии с рис. 4. 

После модификации соотношения (22) и (23) в схеме AUSMPW+ принимают вид: 

при 1 2 0L RM f f     
   

 

1 1 ,

1 ,

L L R R L

R R R

f f f F F

f f F





  

 

     


 


  (27) 

при 1 2 0M   
 

   
1 ,

1 1

L L L

R L R L L R

f f F

f f f F F F





 

  

  


     


  (28) 
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Для функций Lf
 , Rf

 применяются соотношения (13). 

 

Рис. 4. К определению весовой функции F в схеме AUSMPW+ 

Соотношение для вычисления значений весовой функций F упрощено до 

 

 
 

1, 1, 2, 2,
1 2

1 2

1 2

min , , ,
1 min 1, , 0,

min ,

0, 0,

L R L R L R

L RL R

p p p p p
p

p p pF

p

   
          

 

 (29) 

где 1 2p  определяется из соотношения (12) с использованием соотношений (19). 

При этом определение скорости звука отличается от соотношений схемы AUSMPW: 

L R
L R

u
M

с
 , L Ru , L Rv  –нормальная и касательная к границе компоненты скорости; 

 

 

2
1/2

1/2

2
1/2

1/2

, 0,
max ,

, 0;
max ,

L R
L

L R
R

с
u u

u с
с

с
u u

u с


 

 
  

 

 
 1 2

2 1

1

H
с








 – критическая скорость звука; 

   2 21

2 2 2
L R

L RH H H
 

    
 

v v
 – энтальпия на смежной границе; 

 1
L R

L R

c
H





 – энтальпия потока; 

L R
L R

L R

p
c 


  – скорость звука вблизи смежной границы. 

3.5. AUSM+-up 

Основная идея подхода AUSM+-up аналогична исходной схеме AUSM. Поток массы 
определяется по противопоточному правилу 
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1 2

1 2 1 2
1 2

, 0,

, 0 .

L

R

M
m M c

M





  
  (20) 

Число 1 2M  расщепляется на вклад слева Lf   и справа Rf   по следующему алгоритму с 
использованием соотношений (14) 

 1 2 L R pM f f M     (30) 

pM  – диффузионный член, который необходим для улучшения численных расчетов при 
низких и трансзвуковых скоростях и определяется из соотношения 

  2
2
1 2

max 1 ,0p R L
p

a

K p p
M M

f c





   , (31) 

где: 
2

L R    – осредненная плотность; 

   0 0 02af M M M  ; 

  2 2 2
0 comin 1, max ,M M M ; 

2 2
2

2
L RM M

M


 ; 

 1 2 min ,L Rc c c   ; 

 2 max ,R nc c c V    ; 

 2 max ,L nc c c V   ; 

 2 2 1

1
c H




 



 – квадрат критической скорости звука. 

coM  – параметр, имеющий порядок числа Маха набегающего потока M . 
Функция max необходима для исключения диффузионного члена при больших числах 

Маха, что в свою очередь влияет на расчет числа Маха на границе при 2 1M  . 

 0;1pK   – коэффициент, определяющий, насколько сильно давление на границе ячеек 
корректируется в зависимости от локальной скорости потока. При больших M – помогает из-
бежать осцилляций вблизи ударных волн; при малых M – сохраняет корректное поведение 
схемы в низкоскоростных областях. 

 0;1   – параметр, контролирующий «переключение» между высокоскоростным и 
низкоскоростным режимами работы схемы. Он определяет ширину переходной зоны, где 
схема адаптируется к изменению числа Маха, и тем самым влияет на баланс между диссипа-
цией и разрешением структуры потока (в том числе тонких ударных волн и контактных раз-
рывов). 

В большинстве практических реализаций данной схемы для определения указанных па-
раметров используют традиционные значения, предложенные в [54]: 0.25, 1pK   . Эти зна-
чения подобраны эмпирически для широкого класса задач. Однако для конкретной задачи до-
пускается их изменение. 
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Для функции давления расщепление производится по следующему алгоритму с исполь-

зованием соотношений (19) при  23 3 3
4 5 ;

16 4 16
af        

 

 1 2 L L R R up p p p      (32) 

Диффузионный член up  определяется из соотношения 

    1 2u u L R L R a n np K Vc Vf          , (33) 

где 0.75uK  . 

3.6. AUSM+-up2 

В данной схеме развитие схемы AUSM+-up заключается в изменении соотношения для 
определения диффузионного члена up  при расщеплении давления, при этом расщепление 
числа Маха производится аналогичным исходной схеме образом: 

    
2 2

1 2

2 2 2 2

1
2 2 2

p pL R L L L R R R
u L R p p

f fp p u w u w
p p p f cf 

 
      

     
v v

 (34) 

3.7. SLAU 

Расщепление потока в данной схеме реализуется по следующему алгоритму: 

    1 2 1 1
2 2

T TL R
V V p pL R

m m m m
F F F F u w H u w H F 

 
     v v

   
, (35) 

где:       
1/2

1

2
n n

L L R Rm u u p
c

   
     

 
 + u u , 

 1 n
Lg g u   u u ,   1 n

Rg g u   u u ,  L R

L R

 
 





u u

u , 

       max min ,0 , 1 min max ,0 ,1 0;1L Rg M M     . 

Расщепление акустического потока выполняется с использованием соотношения (32), 
однако диффузионный член up  определяется из соотношения 

      1 1
2 2 2

L R L R L R
u L R L R

p p p p
p p p

    
 

   
       , (36) 

где  2
1 M  


, 

2 2 2 2 2 2

1/2

1
min 1.0,

2
L L L R R Ru w u w

M
c

     
   

 

v v
. 

Для функций L
 , R

  применяются аппроксимационные соотношения (14) при 

1 2

x y zun n wn
M

c

 


v
, 1 2 2

L Rc c
c


 , L R

L R
L R

p
c 


 . 

3.8. SLAU2 

Развитие схемы SLAU при реализации данной схемы связано с модификацией соотно-
шения для определения диффузионного члена up  



Физико-химическая кинетика в газовой динамике 2026 Т.27(5)  http://chemphys.ipmnet.ru/issues/2026-27-5/articles/1299/ 

14 

    
2 2 2 2 2 2

1 21
2 2 2

L R L R L L L R R R
u L R L R

p p u w u w
p p p c

    
 

       
     

v v
. (37) 

4. Сравнение схем семейства алгоритмов AUSM на тестовых задачах 

Для сравнения эффективности различных методов решения задачи Римана о распаде 
произвольного разрыва традиционно используются следующие тестовые задачи: 
 задача Сода (Sod shock tube) [74] – для проверки разрешения ударных волн и волн разре-

жения; 
 задача Лакса (Lax problem) [75] – для оценки устойчивости и точности на сильных раз-

рывах. 
Исследование эффективности различных численных схем применительно к решению за-

дач высокоскоростной аэротермодинамики – крайне трудоемкая задача, требующая их пред-
варительной программной реализации и множества расчетов, что приводит к необходимости 
выполнения полноценного объемного исследования. В качестве примера таких работ, пред-
ставляющих особую важность на этапе выбора наиболее «универсальной» или подходящей 
под конкретную задачу схемы, можно привести [38, 62, 68, 69, 73]. 

Руководствуясь результатами работ, упомянутых ранее, можно выделить основные до-
стоинства и недостатки наиболее популярных схем, а также предположить целесообразность 
применения той или иной схемы, что весьма важно при решении задач аэротермодинамики по 
причине большого разнообразия проводимых численных исследований. 

5. Достоинства и недостатки схем семейства алгоритмов AUSM 

Примерами успешной реализации схем семейства алгоритмов AUSM для приближен-
ного решения задачи Римана о распаде произвольного разрыва могут служить следующие ав-
торские компьютерные коды, разработанные в ИПМех РАН, прошедшие многократную вали-
дацию и верификацию и длительное время применяемые при решении задач высокоскорост-
ной аэротермодинамики, в том числе практических: 
1) UST3D, разработанный С. Т. Суржиковым [76] и реализующий метод донорных ячеек, 

сопряженный с AUSM-методом [77]; 
2) HySol, разработанный И. А. Крюковым [78] и реализующий «классический» метод точ-

ного решения задачи Римана о распаде произвольного разрыва [36, 37] и методы 
AUSM+[51], AUSM+-up [54], AUSMPW+[56], SLAU2 [66], ADAUSM [71], AUPM [72]; 

3) UST3D_AUSMPW, разработанный П.В. Сильвестровым [79] и реализующий метод 
AUSMPW [55]; 

4) UST3D_AUSMUP2, разработанный И. А. Корюковым [80] и реализующий метод 
AUSM+-up2 [68, 69]. 
Достоинства и недостатки модификаций схемы AUSM, рассмотренных ранее, можно 

представить в виде сводной таблицы по нескольким критериям, имеющим наибольшую важ-
ность при решении задач высокоскоростной аэротермодинамики летательных аппаратов раз-
личной конфигурации (табл. 1). 
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Таблица 1 

Сравнительный анализ схем семейства алгоритмов AUSM 

Критерий 
Точность  

при M = 3…10 
Устойчивость 

Вычислитель-
ная эффек-
тивность 

Чувстви-
тельность  

к сетке 

Наличие 
настроечных 
параметров 

AUSM 

Средняя 
Хорошо разрешает 
ударные волны и 
контактные раз-

рывы, но на неко-
торых сетках даёт 
нефизичные ос-

цилляции 

Низкая 
Чувствительна 

к качеству 
сетки и может 
проявлять не-
стабильность 

вблизи сильных 
разрывов 

Высокая 
Простая 

структура 

Высокая 
На грубых 
сетках воз-

можны силь-
ные осцилля-

ции 

– 

AUSM+ 

Выше AUSM 
Лучше разрешает 
разрывы, сохра-

няет положитель-
ность плотности, 
снижает риск ос-

цилляций 

Выше AUSM 
Однако может 

давать нефизич-
ные пики давле-

ния вблизи 
сильных ударов 

Высокая 
Простая 

структура 

Ниже AUSM 
При очень 

грубых сет-
ках про-

блемы воз-
можны 

– 

AUSMPW 

Высокая 
Введение весовых 
функций позволяет 
учитывать состоя-
ния слева и справа, 
что повышает точ-

ность на высокоско-
ростных режимах 

Высокая 

Лучше подав-
ляет нефизич-

ные пики давле-
ния 

Умеренная 
Добавление 

весовых функ-
ций несколько 
усложняет вы-

числения 

Низкая – 

AUSMPW+ 

Очень высокая 
Развитие 

AUSMPW с много-
мерной диссипа-

цией – хорошо ра-
ботает в сложных 

конфигурациях 

Очень высокая 
Эффективно по-
давляет анома-
лии ударных 

волн 

Умеренная 
Необходи-

мость учета 
четырех со-

седних ячеек 
при определе-
нии значения 
весовой функ-

ции F 

Низкая – 

AUSM+-up 

Высокая 
Добавлены диффу-
зионные поправки 

в число Маха  
и поток давления, 
что сглаживает пе-
реход через M = 1 

Высокая 
Хорошо рабо-
тает как в до-

звуковых, так и 
в сверхзвуко-
вых режимах 

Умеренная 
Дополнитель-
ные члены в 

потоках 

Низкая 

Параметры 
диссипации 
(Kp, Ku), под-
бор которых 

критичен: при 
малых значе-

ниях схема мо-
жет быть ме-
нее устойчи-

вой, при боль-
ших – более 
устойчивой, 

но более диф-
фузной 
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Продолжение Таблицы 1 

Критерий 
Точность  

при M = 3…10 
Устойчивость 

Вычислитель-
ная эффек-
тивность 

Чувстви-
тельность  

к сетке 

Наличие 
настроечных 
параметров 

AUSM+-up2 

Высокая 
В этой версии по-
ток давления заме-

нён на поток из 
SLAU2 – диссипа-
ция теперь пропор-
ционально растёт с 
числом Маха (при 
M > 1), что повы-
шает робастность 

Очень высокая 
Лучше противо-

стоит различ-
ным аномалиям 
ударных волн 

Умеренная 
Замена потока 
давления до-
бавляет вы-

числений 

Низкая 

Параметры 
диссипации 

(Kp, Ku), анало-
гично схеме 
AUSM+-up 

SLAU 

Средняя 
Из-за низкой чис-
ленной диссипа-
ции в некоторых 

тестах показывает 
осцилляции при 
сильных ударах 

Средняя 
На неструкту-
рированных 

сетках может 
проявлять не-
стабильность 
ударных волн 

Высокая 
Простая 

структура 
Средняя – 

SLAU2 

Выше SLAU 
Введена новая 

член диссипации в 
поток давления — 
это улучшает ста-

бильность при 
сильных ударах 

Высокая 
В комбинации с 
точным решате-

лем Римана 
применима к 

сложным зада-
чам с высоким 

градиентом дав-
ления 

Умеренная 
Дополнитель-
ный член в по-

токе 

Низкая – 

6. Заключение  

Решению задачи Римана о распаде произвольного разрыва уделяется значительное вни-
мание при разработке авторских компьютерных кодов для численного моделирования движе-
ния высокоскоростных летательных аппаратов в газовом потоке на неструктурированных тет-
раэдральных расчетных сетках. 

Среди многообразия приближенных методов выделяется семейство алгоритмов AUSM, 
для которого основные модификации можно кратко охарактеризовать следующим образом: 

1) AUSM – «прародитель» семейства алгоритмов, проста в реализации и высокоэффек-
тивна с вычислительной точки зрения, хорошо справляется с областями сильных гради-
ентов давления и не дает осцилляций на медленно движущихся ударных волнах, однако 
подвержена эффекта «карбункула»; 

2) AUSM+ – сохраняет простоту и эффективность реализации, точно разрешает контактные 
и ударные разрывы, эффект «карбункула» минимизирован, однако может возникать не-
устойчивость; 

3) AUSMPW – на высокоскоростных режимах с высокими градиентами скорости и давле-
ния введение весовых функций позволило подавить численные неустойчивости, снизить 
нефизичные аномалии типа «карбункул», обеспечить высокое разрешение контактных 
разрывов и ударных волн, повысить вычислительную сходимость, однако на чисто до-
звуковых режимах решение в некоторых случаях может становиться нефизичным; 

4) AUSMPW+ – в дополнение к преимуществам схемы AUSMPW ввод многомерной дис-
сипации обеспечивает более эффективное гашение многомерных неустойчивостей и 
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аномалий при расчете сильных ударных волн (в том числе при моделировании много-
фазных течений), баланс между устойчивостью и диссипацией позволяет сохранять хо-
рошую стабильность, однако данная схема более требовательна к вычислительным ре-
сурсам (несмотря на оптимизацию весовых функций) и также (как исходная AUSMPW) 
имеет особенности на чисто дозвуковых течений; 

5) AUSM+-up – обеспечивает расчет течений на всех режимах (в том числе дозвуковых) за 
счет введения диффузионных членов при расщеплении числа Маха и давления, эффек-
тивно борется с численными аномалиями и неустойчивостями, однако в некоторых слу-
чаях может требоваться очень малое значение числа Куранта, что приводит к увеличе-
нию количества итераций; 

6) AUSM+-up2 – применение алгоритма определения потока давления из схемы SLAU2 поз-
воляет не только масштабировать численную диссипацию при низких числах Маха, но и 
обеспечивает пропорциональный рост на сверхзвуковых режимах, что повышает устой-
чивость к различным аномалиям, связанным с ударными волнами, однако требует акку-
ратного подбора параметров схемы 

7) SLAU – отличается низкой диссипацией на низкоскоростных режимах при сохранении 
устойчивости на высокоскоростных режимах, не требует настройки параметров и пока-
зывает хорошие результаты в широком диапазоне чисел Маха, однако подвержена ос-
цилляциям при наличии сильных ударных волн; 

8) SLAU2 – за счет пропорционально масштабируемой диссипации обеспечивает стабиль-
ный захват ударных волн на высокоскоростных режимах и высокое разрешение течений 
на низкоскоростных режимах, однако в отдельных случаях (например, при двойном ма-
ховском отражении) могут проявляться осцилляции за косой ударной волной. 

Достоинства, недостатки и границы применимости различных модификаций исходной 
схемы AUSM, приведенные в данной работе, позволяют выбирать подходящие модели для 
конкретной задачи, а также сделать выбор в пользу более универсальной схемы. Так, напри-
мер, для решения практических задач высокоскоростной аэротермодинамики при необходи-
мости оптимизации ресурсно-вычислительных затрат с целью получения оперативных данных 
численного моделирования в широком диапазоне чисел Маха предпочтительным выглядит ис-
пользование схемы AUSMPW, которая обеспечивает разрешение ударно-волновой картины с 
достаточной точностью [81] и при этом менее требовательна к аппаратному обеспечению по 
сравнению с AUSMPW+ и SLAU2 и к квалификации специалиста-расчетчика по сравнению со 
схемами AUSM+-up и AUSM+-up2 (по причине наличия в последних настроечных параметров). 

Компьютерные коды с реализованной схемой AUSMPW показали хорошее качество рас-
пределения газодинамических параметров при решении задач высокоскоростной аэродина-
мики и исследовании ударно-волновых взаимодействий в работах [7981]. 
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